Fonction logarithme

Exercice 1
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Exercice 2

Partie (1) Soit g [a fonction définie sur [O,+00[ par: g(x) =x-2(x+1) In(x+1)

1) montrer que lim g (x)=-oo

X — +oo

2) a) caleuler g'(x) et montrer que g est décroissante

b) en déduire que (Dx D]O,+00[) g(x)<0

In(1+x/;)

Partie (2) On considére la fonction f  définie sur |0,+oo[ par: f (x)= —

1) montrer que lim f (x) =+ posert =/x

x>0

2) montrer que lim f (x)=0 interpréter graphiquement le résultat

()

3) a) montrer que f '(x)=m
X 2 [1++/x

b) dresser le tableau de variations de f

4) tracer la courbe (C,) manti.1s.fr

Exercice 3

Partie (1) o pose g(x) =rz—-4+4lnzx

1) calculer les limites lim g(x) et %}f’% g(x)

T — +oo
z>0

2) calculer g' (m) puis donner le tableau de variation de
3) a) montrer que ['équation g (m) =0 admet dans }1,2[ une seule solution o
b) en déduire que : g(w) >0 sur ]a,+ 00[ et g(w) <0 sur ]O,+ 00[
Partie (2)
. . L 4
Soit f la fonction définie sur ]0,+00[ par: f (x) = (1 - —J Inz




fonction logarithme

1) montrer que lim f (m) = + oo interpréter géométriquement le résultat

z>0
2) montrer que lim f(x) =+ et lim f(x)

T too T+ T

=0 donner une interprétation graphique

3) a) montrer que (Dx > 0) f'(x) _ g(f)

b) vérifier que f (a) = —% (ln 0)2 puis dresser le tableau de variation de f

4) tracer (C‘ ) on donne a = 1,75 ; f(a) ==0,72 et f(l) = f(4) =0

!

Exercice 4

Soit f [a fonction définie sur |~co,~1 O[0,+e] par: f(x)=xIn (1+§) ; xz0et f(0)=0
Partie (1)
1) a) montrer que f  est continue a droite de %, =0
b) étudier la dérivabilité de f a droite de x,=0
2) calculer les limites de [a fonction f
3) calculer £'(X) et étudier le sens de variation de f
puis donner le tableau de variation
4) tracer la courbe (Z . )
Partie (2)
On considére [a fonction g telle que : g(x)= f (-1-x)
1) déterminer le domaine de définition de g

2) montrer que les courbes de g et f sont symétrique parapport a (A) x=-

N~

3) a) montrer que OnON f (n)<1<g(n)

n n+l
b) en déduire que (DnDN*) (1+%) <e<(1+%j

Exercice 3

k=n

Onpose U =

n

pour tout n de N'

Pl

k=1
1) en utilisant le théoréme des accroissements finis montrer que :

(OkON) k%lsm(ku)—mks%

-1<In(n+1)<U

n+l n

2) a) montrer que : (DnDN*) U
b) en déduire lim U _

X — +oo




fonction logarithme

3) on considére [a suite (V,) définie par: V,=U,_,~Inn (Dn O N*)

On pose f(x)=§—ln(%lJ et g(x)= xil_ln(xilj pour tout X de |0, +oo]

a) Dresserle tableaude ¢ et f

. 1 1
b) En déduire que (OnON ) 0O< f(n)<=—-——
) 7 ( ) (n) n n+l
k=n-1
¢c) Vérifierque V,= > f(k) en déduire que (V,) est décroissante
k=1

d) Montrer que (On>1) f(1<V, < -1 deduire que(V, ), est convergente puis encadrer sa
n

limite a

Exercice 6

Soit n de N' . on considére la fonction f, telle que f, (z) = (z —n)In(z) —xIn(z —n)
1) a) résoudre dans R [inéquation (v +1)° < 22°
b) montrer que (OpON) p=5= p° <2’
¢c) étudier le signe de f,(n+1) et f (n+2)
2) calculer f! (z) et f (x) puis dresser le tableau de f,
3)a) calculer la limite lim f, ()

>n

b) montrer que (Oz >n) f,(x) = -nln(z) - xln(l —ﬁ)
T

¢) calculer lim f, (2)

4) tracer la courbe de [a fonction f,
5) a) montrer que ['équation [, (x) = 0 admet une seule solution a,

b) montrer que lim (a, =n) =1 puis calculer lim (a,.-a,)

Exercice 7

Partie (1) Soit la fonction g définie par : g (x ) =x +1+Inx

1) caleuler g'(x) et montrer que q est croissante sur 0, +oof
2) montrer que ['équation g(X) =0 admet une solution a puis que a < 1
e

3) déduire le signe de g (x) sur ]0,+oo]
Partie 2) On considére [a fonction f  définie sur[0,+o[ par :

f(x):xxlrl)l( ; x#20 et f(0)=0




fonction logarithm

1) a) montrer que f est continue a droite de O
b) étudier la dérivabilité de f ¢ d droite de O
2) a) calculer (a fimite lim f (x)

X - +oo

b) étudier la branche infinie de (C, ) au voisinage de +oo

3)a) montrer que : (Ox >0) f -(X):(g(xlg2
X +

b) vérifier que f (a)=-a et dresser le tableau de variation de f
4) tracer la courbe (C, ) (on donne a =0,28)

Partie (3) soit n un entier naturel
1) montrer que I'équation f (x)=n admet dans ]O,+oo[ une unique solution x

2) montrer que f (e“) <n en déduire que x,>e" etcalculer lim x,

n - +oo

T N . X
3) montrer que In (—:j = — puis déterminer lim —
e . x X — +oo e

n

Exercice 8

Partie (1) On considére [a fonction f définie par: f(x) = L
z

=
z+1

2) calculer la dérivée f'(x) et dresser le tableau de variation de f

1) déterminer le domaine de f et calculer les limites de f

3)soit m un paramétre de R™ .
m + 1] 1

S_

1
a) montrer que < ln[
m + m

m

b) déduire que (Vm € R“) 0< fim)<

m(m + 1)
Partie (2)
1 1 ,
Onpose U, = —+ +o+ et T =f+f(n+1)+....+f(n+n) / VneN
n n+1 n—+mn
a) montrer que (Vn eN ) 0<T < 1 calculer lim T,
n 2n+1 M
x 2n +1 Y
b) montrer que (Vn eN ) T =U,—1In en déduire lim U,
n n——+00
2n
c)onposeVnzl—l—kl—i— ...... —i—(_1>
2 3 2n

1
n n—-+00 K

montrer que U, — 1 <V, <U,+ (Vn € N*) puis déterminer lim V,
n




La fonction logarithme népérien

Définition de la fonction logarithme népérien

La fonction logarithme est 'unique fonction f, définie et dérivable sur ]0, +o0o[

1
et vérifiant (1) = 0 et pour tout réel x > 0, f'(x) = "

2 =+

In est la primitive de la fonction x — — sur ]0, +oo[ qui s’annule en 1.
X

X

1
Pour tout réel x > 0, In(x) = J n dt.
1

Propriétés analytiques
e La fonction logarithme népérien est définie

ex

4 + I e et dérivable sur ]0, +oo[ et
7

1
Pour tout réel x > 0, (In)’(x) = =

In(e) =1 3 4

e La fonction logarithme népérien est continue et
2 + strictement croissante sur ]0, +ool.
v = e Limites aux bornes du domaine :

1 lim In(x) = —oo, lim In(x) = +oo0.
x—0 X— 400
x>0

5 4 -3 2 7 1 2 €3 4 e Théorémes de croissances comparées :

11 1
! i ) o et T xIn(x) = 0,
X— 400 X x—0
x>0

In(1) =0 pour tout entier naturel non nul n,

1

-3 im0 0 et Tim X" In(x) = 0.
x— 400 XT x—0
x>0

—4 4 e Nombre dérivé en 1 :
In(1+h)

=1

St i

Propriétés algébriques

Pour tous réels x > 0 et y > 0, In(x x y) = In(x) + In(y). Pour tous réels x > 0 et y > 0, In(x) + In(y) = In(x x y).

1 1
Pour tout réel x > 0, In (;) = —In(x). Pour tout réel x > 0, —In(x) = In (;)
Pour tous réels x >0ety >0, In (3) =1In(x) — In(y). Pour tous réels x >0 ety > 0, In(x) —In(y) =In <S)
Pour tout réel x > 0 et tout entier relatif n, In(x™) = Pour tout réel x > 0 et tout entier relatif n, nln(x) =
nln(x). In(x™).

Liens avec la fonction exponentielle

| Pour tout réel x, In(eX) =x. Pour tout réel x strictement positif, e™*) = x.

Résolution d’équations et d’inéquations

Pour tout réel a, ’équation In(x) = a a une solution et une seule.

Pour tous réels x > 0 et y > 0, (In(x) =1In(y) & x =y). Pour tout réel x > 0 et tout réel a, In(x) = a & x = e?.

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0, +oo[. Donc

Pour tous réels x > 0 et y > 0, (In(x) < In(y) & x <y). Pour tout réel x > 0 et tout réel a, In(x) < a & x < e?.




