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Série N°4 : Etfude de fonctions
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Dans tout ce qui suit, Le plan est rapporté a un repére
orthonormé (O;T;i)

Exercice 01 :

Déterminer les branches infinies de la courbe (Cf )

d'une fonction f dans les cas suivants :

f(x>:X+X2—|—l s f(X)=Vx+1 ;
f(X)=x+VX*+x+1 ; f(x)= X
x> —1

Exercice 02 :
Déterminer les branches infinies de la courbe (Cf )

d'une fonction f dans les cas suivants :
f(X)=xvx=2 ; f(X)=vx+2-x ;

f(x) X <0

f(x)=

X*4+X Si

si x>0
X% + X
Exercice 03 :
Etudier la convexité de la courbe représentative de la
fonction f dans les cas suivants :

f(x):lx3+lx2+x+l ; F(X)=vX*+1—x
3 2

2
L f(x)= X XS
X+2

Exercice 04 :
Etudier la convexité de la courbe représentative de la
fonction f dans les cas suivants :

f(X)=v2x=2+x ; f(x)=168x—14+Xx> ;
2

JX+1

f(x)=x+ ; f(x):—% X+1—

x* 41

Exercice 05 :
Etudier la convexité de la courbe représentative de la
fonction f et déterminer les points d'inflexion (s'ils

existent ) dans les cas suivants :
X
f(X)=—5— ; f (x):lx3 +§x2 —4x+1
3Xx"+3 3 2

f(x)=(x—1)vx—1
Exercice 06 :

Déterminer le centre de symétrie de la courbe
représentative de la fonction f dans les cas suivants:

VX2 4+7-1

a. f(X)=4x+x° Ty

; b f(x)=

Exercice 07 :
Vérifier que le point | est un centre de symétrie de la
courbe de f dans les cas suivants:

a) f(x)=x>—3x+2 et 1(0;2)

AT S
0 f(x):xil et 1(—1;—2)

Exercice 08 :
Déterminer 'axe de symétrie de la courbe
représentative de la fonction f dans les cas suivants:

a. f(X)=x"—4x+1 ;b. f(X)=x"+x"+1 ;
2
R () P p——
e fx) X*+3x—4
Exercice 09 :

Soit f une fonction définie par : f (X) = %
X —X

a. Déterminer le point d'inflexion de la courbe
représentative de f

b. Montrer que ce point est un centre de symétrie
de la courbe représentative de f

Exercice 10 :

Soit f la fonction définie par: f(x)= I —1-x-3
Et soit (Cf ) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;T;])

1. Déterminer Df , I'ensemble de définition de f

2. Calculer les limites de f en +oo et en—oo

3. Etudier les branches infinies de la courbe (Cf )

4

. Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 eta

gauche de —1 .Puis donner des interprétations
graphique aux résultats.

5. Calculer f'(x) pour tout x de Df \{-1;1} . puis
dresser le tableau de variation de f

6. Montrer que I'équation f (x)=0 admet une seule
solution « telle que -2<a < —%

7. Construire la courbe (Cf ) (l'unité estlcm)
8. Montrer que la restriction g de la fonction f sur
l'intervalle]—oo; —l[ , admet une fonction

réciproque f~' définie sur un intervalle J que
l'on déterminera
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(Rappel de Cours | Méthodes et Astuces | Enoncés des Exercices | Corrigés des Exercices)

(—CExercice 01)

»
Déterminer ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
-1 o R T n 2—zx F . tanz
B oI . b COST A al [zl e0s
(@) </ 3lzli=2 ¢ f6($)72+sinxfsin2x 3 f7(w)72$3f7x2+6x—1
A — COST (ZE 5 AL Vsl s
fo(@) = sinx -|- cosz+2 °’ fol@) = + z+ 1| lz—7| ° fuo(z) = V1+z®
z+2 ‘ ]
Vz*—3z+2 si £=0 0] si. € [05m]
fu(z) = D =13 e 3 f(o) = -1 [ [
3 st z€ [-m; 0
T+ Tz (1+ 2sinzx) (\/§ — QCosx)
- S
~—( Exercice 02 ) ™
Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes :
i S e lEesx w sinks pr '
~ Vz—=2|+ ]z +2 e T 5 T i
N y
~ Exercice 03 ) ~

Pour chacune des fonctions numériques suivantes, donner le tableau de variations puis tracer la courbe

représentative dans un repére orthonormé :

2 . SN L - L NN Ty
f@)=2*+4z+1 ; g(x)=-22>4+6z—1 ; h(z) = ; k(w)—x+2 s llp o) — 5

3
q(m)=% s uw(@)=vz—2 ; v(®)=2lzl+1 ; al@) =-2*+2[z|+3 ; blr)= Rt 1
\ J

,—CExercice 04)

On considére la fonction numérique f définie par: f(z) =

w

V2zx+5—3

98 = X
(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .

) Etudier le signe de la fonction f sur D;.

2 %
(® a) Montrer que la fonction f est majorée par - . Le nombre - est-il la valeur maximale absolue de f ?

3 3

b) En déduire que la fonction f est bornée sur D, .
W _J




(—(Exercice 05)

2¢2 411z + 16
2+ 547

On considére la fonction numérique f définie par: f(z) =

(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .

@ Montrer que 1 est la valeur minimale absolue de la fonction f .

(® Montrer que % est la valeur maximale absolue de la fonction f .
-

(] \
(—CEXGI'CICG 06 )
Soit fla fonction numérique définie sur I'intervalle I = ]1; +oco[ par: f (z) = \/_m i
.

(D a) Montrer que la fonction f est minorée par 4 sur l'intervalle I .
b) le nombre 4 est-il la valeur minimale de la fonction f ? Justifier la réponse.

(@ Montrer que la fonction f n’est pas majorée sur [ .
Ny

f—(Exercice 07)

On considére la fonction numérique f définie sur Rpar: f(z) =+vz?+z+1—y/2>—z+1 .
@ Etudier la parité de la fonction f.
@ Montrer que: (VzeR) |f(z)| <1.

® Soit gla fonction numérique définie sur R par: ¢(z) =z —+v/z°—z+1.

a) Montrer que pour toutz € R": g(z) < %

b) Montrer que la fonction g est strictement croissante sur R*.

@ a) Montrer que pour toutz € R": f(z) =+/2g(z>+1).

b) En déduire que f est strictement croissante sur R* puis dresser son tableau de variations sur R.
-

(—(Exercice 08)

On considére les fonctions numériques f et g définies par : f(z) = % (z2—22) et g(x) =v/z—2.

Soit(C;)et(C,) les courbes représentatives de f et g respectivement dans un repére orthonormé (O; i;7 )
(® Montrer que les courbes (C,) et (C,)sont sécantes aux points A(2;0) et B(3;1).
@ Construire les courbes (C;) et (C,).
® Déterminer graphiquement g([2;3])et g([3; + ool[).
@ Soit hla fonction numérique définie par : h(z) = f o g(z).
a) Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonctionh .

b) Etudier les variations de la fonction 4.




~—( Exercice 09 )
Soit la fonction numérique f définie sur l'intervalle I = [4;24]par: f(z) = Ve—4++v24—z.

(O Montrer que pour toutzel : (28 —z) €l et f(28 —z) = f(x).
@ a) Ftudier la monotonie de la fonction f sur lintervalle [4; 14].

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur 'intervalle I .

¢) En déduire une comparaison des nombres : \/§ i \/ﬁ g \/5 o \/ﬁ g \/5 - \/ﬁ
\

: ™
f—( Exercice 10 )
1 2

Soit f la fonction numérique définie par : = \/ z+ L \/

2 Dol %
(@ Déterminer D’ensemble de définition de la fonction f .
@ Montrer que la fonction f est minorée par 2.

3 On considere la fonction g définie sur Dpar: g(z) = (f(z))>.

—g(b 1 2
a) Montrer que pour tous éléments distincts aet bde D : 9(a) —9(®) =g

a—>b 2 (a+D)(B+1)°
b) Etudier les variations de la fonction g sur chacun des intervalles ]-1; 1]et[1; + ool .

¢) En déduire les variations de la fonction f.
\

- ~\
f—( Exercice 11 )
On consideére la fonction numérique f définie par: f(z) =+/z° +2z —z.

(© Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .
@ a) Montrer que pour toutz€ R": 0< f(z) <1.
b) Montrer que pour toutz € ]-o0; —2] : f(z) =2.
(3 a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [0; + oco[ et décroissante sur ]-o0; —2].

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .
.

f—(Exercice 12) -
xr

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) = ﬁ :
4—g?

® Déterminer D;I’ensemble de définition de la fonction f puis étudier sa parité.
@ Soit aetb deux éléments de 'ensemble D, .
a) Calculer (f(a))?— (f(b))2.
b) En déduire la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles [0;2[et ]-2;0]
puis dresser le tableau de variations de la fonction f .

(® Montrer par 'absurde que la fonction f n’est pas majorée sur D; .

.




N
~—( Exercice 13 )—
On consideére la fonction numérique f définie par: f(z) =3z +8 —64/z —1.

O Déterminer D;I’ensemble de définition de la fonction f .
@ Montrer que le nombre 8est la valeur minimale absolue de la fonction f .
@ Soit gla fonction numérique définie par: g(z) = \/ﬁ
a) Construire la courbe (C,) de la fonction g dans un repére orthonormé (O; 2; f )
b) Déterminer graphiquement g([1;2]) et g([2; +o0ol) .
c) Déterminer le polynome h de deuxiéme degré tel que: (Vz e [1; +o00[) f(z) =hog(z).

d) En déduire les variations de la fonction f sur D;.
o

f—(Exercice 14)

On considére la fonction numérique g définie par: ¢(z) =z

xr
42 °

(@ Déterminer D,I'ensemble de définition de la fonction g.
® On considére le polynéme P définie sur Rpar: P(z) =z —27z —54.
Vérifier que le nombre —3 est une racine du polyndme P puis étudier le signe de P(z) sur R.
® Montrer que pour toutz € ]-o0; -2[ : g(z) <- 3\/§
@ a) Montrer que la fonction g est strictement croissante sur [0; + oco[ .

b) La fonction g est-elle monotone sur I'intervalle ]-00; — 2[ ? Justifier la réponse.
-

p—(Exercice 15}

Soit f et g les fonctions numériques définies par: f(z) =— %xQ +2zx—1et g(z) =

2z —1
z+1°

On note (C,)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; ;7 )

( Dresser les tableaux de variations des fonctions fetg.
@ Montrer que 1est la valeur maximale absolue de la fonction f .
® Construire la courbe (C;).
® Déterminer graphiquement: f(R*) ; f(10;2]) ; f([2;4[) ; f([4; +oo[).
® Soit hla fonction numérique définie par: h(z) =go f(z).
a) Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonctionh .
b) Exprimer h(z) en fonction de z .
¢) Etudier la monotonie de la fonction A sur chacun des intervalles R* ,]0; 2], [2;4[ et [4; + ool.

puis dresser le tableau de variations de la fonction h .




f—(Exercice 16)
1 1

Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle ]0; 1[ par: f(z) = (1 -+ x) (1 + 13:) ;

(O Montrer que pour tout z€ ]0;1[ : f(z) =1— x22—x

@ Soit = et y deux éléments distincts de U'intervalle ]0; 1[.

&) 3 )y, 2(EaTy )

a) Montrer que : = .
b T—y @D’ ~7)

b) Etudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles ]0; ;] et [;, 1 [ puis dresser

le tableau de variations de la fonction f .

(® Soit a et B deux réels strictement positifs tels que: a +8=1.

Déduire de ce qui précéde que : <1 F Cly) <1 + ;) =<
-

f—(Exercice 17)

Soit a un réel strictement positif ; aet 5 deux réels de I'intervalle ]1; + ool .

On considére les fonctions numériques f et g définies sur l'intervalle I = ]a; + 0o telles que :

T

e Pourtoutze ! : g(z) =

e La fonction g est croissante sur l'intervalle I .
® Montrer que pour tout(z;y) €I°: axze€l et ax+Lyel.
Lot 0 5 (10 1)
az + By T Yy
® En déduire que pour tout(z;y) € I*: f(az + By) = af(z) + Bf(y).

@ Montrer que pour tout (z;y) € I?:

.

f—CExercice 18)

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =z —2y/z—2 +1.
(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .

@ Montrer que la fonction f est minorée par le nombre 2.

@ Soithla fonction numérique définie par: h(z) =z —2.

b) Déterminer A([2;3])et A([3; +oo[) .
@ a) Déterminer un polynéme du second degré gtel que: (Vze D;) f(z) =goh(z) .

b) En déduire les variations de la fonction f .

1
¢) Dresser le tableau de variations de la fonction — .

f

a) Dresser le tableau de variations de la fonction & puis tracer la courbe (C,) dans un repére orthonormé.




f—(Exercice 19) 1
z— E(x)

N

On considére la fonction numérique f définie par: f(z) =

(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .

@ Montrer que la fonction f est bornée sur D;.

- >
f-(Exercice 20) ~
Soit f une fonction numérique définie sur [-6; 6] et dont le tableau de variations est comme suit :
T -6 -3 0 1 5 6
3 7 =
2 -2
A partir du tableau de variations de la fonction f, déterminer le tableau de variations de la fonction
numérique g définie dans chacun des cas suivants :
i
® g(z) =2f(z) -3 ; @ g(z) =-f(z) +4 : ® g(@) = (@)
2f(z) — 3
iy 20 " — A A4 T . = 3
@ g(x) = (f@)*—-1 Ol =& arrd 5 ® g(z) =2(f(2))
W e 1 : . WGE@)S
@ g(@) =+ f(z) +3 ; 9@ =f@) (f@@ +4) ; @ g(@) = 5
\ J
~—( Exercice 21 ) ~

Soit f une fonction numérique définie de I = [0; 1] vers I telle que :

~V@y el?) f(f@) +y) =f) +fQ) ®
On pose : a= f(0).

O Montrer quesia =0, alors: (Vzel) fof(z)=f(z).
@ Montrer quesia # 0, alors: (VReEN") (fofo..of)(a) =(n+1)a

n fois

(3 En déduire que la proposition « f(0) # 0 » est fausse puis que: (Vzel) fo f(z) = f(z).

@ Soit g la fonction numérique définie sur I par :

g(x) =0 st 0<z<

N —

glz) =1 st %<$$1

Justifier que la fonction g ne vérifie pas la relation ®.




: ~
(—(Exercme 22 )
Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =v4—z°>— |z| .

(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f puis étudier sa parité.

@ Etudier le signe de la fonction f sur D;.

(® Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur [0; 2] puis dresser son tableau de variations.
\L _J

f—(Exercice 23)

On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par: f(z) = % (z+a)? ou aeR;.

-

3

@ Vérifier que pour toutz € ]0; +o0o[ :  f(z) =2°+3az+ 3a®+ %

@ Soit z et y deux réels strictement positifs et distincts.

M el I

a) Montrer que :
T xy

b) Etudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles ]O; ;] et [ 2 ;oo [ puis dresser

le tableau de variations de la fonction f .

(® Application : Soita, betcdes réels strictement positifs.

3
a+3+C> > %a(b +¢)? . (Indication : On pourra poser: a=b+c¢)

- w

- ~
f—(Exercme 24 )
On considére la fonction numérique g définie sur I = [-1; + oco[ par: g(z) = 4(x = RV AR 1) )
@ Vérifier que pour toutz€ I : g(z) = (2\/ Tighel — 3) -9

@ Etudier le signe de la fonction g sur I .

Montrer que : (

. g 3 3] s )
(® Montrer que la fonction g est croissante sur 'intervalle [ K oo oo[ et décroissante sur [1 : 4] ;
- o

r—(Exercice 25)

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =

W T e
Vz*+z—2'

@ Justifier que: D; = ]1; + ool .

2
@ Vérifier que pour tout z € D, : (ﬁ) =g?— % e L

® Soit gla fonction numérique définie sur R"par: g(z) = z> — % S 1

Montrer que la fonction g est strictement croissante sur I'intervalle ]1; + oco[ .

@ En déduire la monotonie de la fonction f sur intervalle ]1; + ocof .




(—(Exercice 26}

Soit f la fonction numérique définie sur Rpar: f(z) =

O Montrer que: (VzeR) -1<f(z) < %

@ a) Montrer que pour deux réels distincts z ety : f(a:; ;(y) = IRAT ;2) (wly TP e
b) En déduire la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles[-1;1]et [1; 4+ oco[ .

|z + 1]

Vzi+z+1

®) Soit g et h les fonctions numériques définies par: g(z) =+vz+1 et h(z) =

a) Déterminer les variations de la fonction g sur son ensemble de définition.
b) Vérifier que pour toutz€R : h(z) =go f(x).

¢) En déduire la monotonie de la fonction & sur chacun des intervalles[-1; 1] et[1; +oco[ .
o

f—CExercice 27}

On considére les fonctions numériques f et g définies par : f(z) = Vi+4 et g(z) = %ﬂ

Soit (C;)et (C,) les courbes représentatives de f et g respectivement dans un repére orthonormé (O; i )
® Déterminer D; et D, ensembles de définition respectifs des fonctions fetg.

@ Montrer que A(0;2)est un point d’intersection des courbes (C;) et (C,).

® Construire les courbes (C;) et (C,) dans le méme repére (O; 7 )

@ Résoudre graphiquement I'inéquation : f(z) = g(z).

4z 4+ 6
z+1

® On consideére la fonction numérique h définie par: h(z) =

a) Déterminer D, ensemble de définition de la fonction h .

b) Etudier les variations de la fonction & sur 'intervalle ]oo; = g] ,
.

,—CExercice 28) -

3z
2z —1°

On considere les fonctions numériques f et g définies par: f(z) =z +2 et g(z) =
Soit(C;)et (C,) les courbes représentatives de f et g respectivement dans un repére orthonormé (0; ;7).
(O Déterminer D;et D, .

@ Montrer que A(-1; 1) et B(2;2)sont des points aux courbes (C,)et(C,).

(® Dresser les tableaux de variations des fonctions fetg.

@ Construire les courbes (C;)et(C,) dans le méme repére (O; i;7 )




S i e
2z — 1 2¢ —1

3Vz+2
20y e 2 =l

a) Vérifier que ’ensemble de définition de la fonctionhest: D, = [2; = 7[ U ] s + oo[

(® Résoudre graphiquement les inéquations : 1/z +2 —

® On considére la fonction numérique h définie par: h(z) =

et que pour toutz € D, : h(z) =go f(z).

b) Déterminer graphiquementf([Q; = ZDet f(]— %; i OOD

¢) En utilisant la monotonie des fonctions f et g, déterminer la monotonie de la fonction  sur chacun

des intervalles [2 2 = Z[ et ] %; + oo[ puis dresser le tableau de variations de la fonction .
d) Déterminer la valeur maximale de la fonction h sur 'intervalle [ 25 = Z[ :

e) Montrer que pour tout = € ]4;+oo[ s h(z) > %
-

f—(Exercice 29)

v/1+ cosz + /1 — cosz
sin (27)

On considére la fonction numérique f définie par: f(z) =

(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f puis étudier sa parité.

@ Montrer que la fonction f est périodique de période 7.
-

(—(Exercice 30)

On considére la fonction numérique f définie sur Rpar: f(z) =z*+ 32>+ 3z +5.

f(:v)f(y)( y+3
Yy

b >2+3( +1)?2
T — ) 4 Y '

(D Montrer que pour tous réels distincts zet y :

@ En déduire que la fonction f est strictement croissante sur R .

(® En écrivant f comme composée de deux fonctions, retrouver le résultat de la question @ .
-

™
(—( Exercice 31 )
On considére dans R ’équation suivante : (E) : z° +2y/z+2=0.

@ En utilisant deux fonctions usuelles, montrer graphiquement que ’équation (E£)admet une solution

unique o telle que : f% <a<-1.

1+ 2z

x

@ En déduire, en fonction de o, I'ensemble solution de I'inéquation : — e LA

-




(—CExercice 32} 1
Soit f une fonction numérique définie de R dans R" telle que : (V (a;b) € R?) f(a—b) = f(a) X f(b) .

Montrer que la fonction f est constante sur R.
o

(—CExercice 33) ~

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(z) =z° —3z.

Soit (C,)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; ;7 )

® Montrer que pour tous réels distincts z ety : W S0 5 TUh R

@ Etudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles[1; + oco[et[-1;1]et ]-00; —1].

(® Déterminer l'intersection de la courbe (C;)avec les axes du repére.

@ On consideére les fonctions numériques g, h et k définies sur R par :

&
g@ =le*=3lel ;5 h@=TFTtz

Dresser, avec justification, les tableaux des variations des fonctions g, hetk.

k(z) = |23 — 3z|

1
(® Soit p et g les fonctions numériques définies par: p(z) = 27/ —3Vz et q(z) = = o
a) Déterminer 'ensemble de définition de chacun des fonctions petq.

b) En écrivant p et g comme composée de deux fonctions, étudier la monotonie des fonctions petq.
" J

(—(Exercice 34) N

On consideére la fonction numérique f définie sur R par :

ey 2 s W
20z +4
PUNPT T

si x| >2

On note (C;)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; 17 )
® Montrer que la fonction f est paire que le point A(2; 0) appartient 4 la courbe (C,).
@ Etudier la monotonie de la fonction f sur R puis dresser le tableau de variations de f sur R.
(3 a) Montrer que la fonction f est minorée par le nombre -2 sur R.
Le nombre -2 est-il la valeur minimale de la fonction f sur R ? Justifier la réponse.

b) Montrer que la fonction f est majorée sur R.

@ Construire la courbe (C,)dans le repére (O; i;7 )

.




,—CExercice 35)

-2|z| +1
|lz| —2

On note (C;)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i;7 )

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =

® Vérifier que la courbe (C;) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

@ Etudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles [0; 2[ et ]2; + oco[ puis dresser
Le tableau de variations de la fonction f sur son ensemble de définition.

® Tracer la courbe (C;).

@ On consideére la fonction numérique g définie sur I'intervalle ]1; + oco[ par: g(z) = % <

-4z3 + 1)
z3—1 J°

a) Vérifier que pour toutz € ]1; +oo[ : g(z) = f(22°).

b) En déduire la monotonie de la fonction g sur intervalle ]1; + ool .

S

p—CExercice 36)

Partie I :
1

@ Soit a et b deux nombres réels tels que a >b.On pose: n=1+ E(a oy

) et m=E(nb).
1+m

a) Vérifier que: n€ N et

Q.

b) Montrer que: b < HTm =4ar

@ Soit aet  deux nombres réels tels que : o> (3.

a) Vérifier qu’il existe deux rationnels zet ytelsque: f<z<y<a.

b) Onpose: p=1+ E(%) Vérifier que pe N".
¢) On pose: w= 3 + x. Montrer que west irrationnel et que: f<w <.
Partie I1 :
Soit f une fonction numérique définie sur R telle que: (¥ (a;b) € R?) { ;Ezb-l)- b:) f:((})(];gbi £
@ Calculer f(0)puis déterminer les deux valeurs possibles de f(1).
(@ Montrer que la fonction f est impaire.
(3 On suppose dans cette question que f(1) =1.
a) Montrer que pour toutz€ N : f(z) =z.
b) En déduire que pour toutz€ Z : f(z) ==.
c) Montrer que pour toutz € Q : f(z) ==z.

d) Montrer que la fonction f est croissante sur R.

e) Montrer que pour toutz € R: f(z) =z (Indication : On pourra utiliser la partie I)




-

p—(Exercice 37)

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =1+ ,/z —4F (%) )

On note (C;)la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i;7 )

(O Montrer que I’ensemble de définition de la fonction fest: D; = R.
@ Montrer que le nombre 4 est une période de la fonction f .

® Montrer que: (VzeR) 1< f(z) <3.

@ a) Vérifier que pour toutz € [0;4[ : f(z) =1+ \/E

b) Tracer la courbe (C;)sur l'intervalle [-4; 8.

-

,—(Exercice 38)

Soit f une fonction numérique définie sur R, impaire et périodique de période 3 telle que :

(V:ce [0; g]) flz) =z(z—3)

@ Calculer f(3k), f <3k + 3) et f (32k> pour tout k€ Z .

@ Exprimer f(z) dans chacun des cas suivants :

1"cas: € [3;0] 3 2" cas: T € [3;3] ; 3 cas: z€ [3;

% 2

(® Représenter la courbe de la fonction f dans un repére orthonormé.

.

(—(Exercice 39)

1

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) = (-1) #©@ (a: /T — ;) o 5

On note (C,) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i;7 )

(O Montrer que le nombre 2 est une période de la fonction f .
@ Déterminer Pexpression de f (z) pour toutz € [0; 1[ puis pour tout z < [1;2[

® Tracer la courbe (C;)sur l'intervalle [-6; 6].

f—(Exercice 40)

Soit f la fonction numérique définie sur Rpar: f(z) = 211

Partie I :

@ Etudier la parité de la fonction f .

@ Montrer que pour toutz€ R : |f(z)]| <2

® FEtudier la monotonie de la fonction f sur chacun des intervalles[0; 1]et[1; + co[ puis dresser




le tableau de variations de la fonction f sur R.

(a+b)2+1>3ﬁ
a+b A P

(® Montrer que pour tous réels positifsaetd : a+b= V2, =

(® Montrer que: f(R) = [-2;2].

Partie IT :

Soit g et h les fonctions numériques définies sur R par :

4z
g(z) =z et h<x)_1+x ]
(D Représenter la fonction g dans un repére orthonormé (O; 2; f )

1
2

@ a) Montrer que: (VzeR") 0<h(z) <

b) Résoudre dans R" I’équation : 4h(z) =+/2(z+1).
c) Vérifier que: (VzeR") h(z) = fog(z) .

d) Dresser le tableau de variations de la fonction h .
\L

f—(EXGI‘CiCG 41)

Soit f et g deux fonctions numériques définies sur R telles que pour toutz € R :

Il 1
S<f@S1 o g@=f) -3
On suppose qu’il existe un réel T strictement positif tel que :
1
(VeeR) f@+T) =5 +Vf@) - (@)’

@O Montrer que: (VzeR) (g(z+27))*= (g(x))?

@ En déduire que le nombre 2T est une période des fonctions get f.
-

~—( Exercice 42 )

Soit p un entier naturel non nul et f la fonction numérique définie sur R par :

1 2 =l
i)=& +E(a:+ ;) +E(:1:+ E) S +E<:c+ pT) — E(pz)
(O Montrer que le nombre 11) est une période de la fonction f .
@ Montrer que: (VzeR)(3keZ); ze [f},k;l[

® Montrer que: (VzeR) (VneZ) f<x+ Z) W)

® En déduire que: (VzeR) E(z) +E<x+ ;) +E<x+ i) +... +E<x+ ppl) = E(px)




(—(Exercice 43)

Soit f la fonction numérique définie par: f(z) =vz+2—+/z—1.
(O Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f .
@ Montrer que pour tout z€ D, : 0< f(z) < V3.

(3 a) Montrer que pour tous deux réels distincts z ety :

e SOie: y)(\/$+2+\/y+2 \/w1+\/y1)

b) En déduire la monotonie de la fonction f sur D,.

V2r+1—y/1—x
T !

a) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction g.

@ Soit gla fonction numérique définie par: g(z) =

b) Vérifier que pour tout z€ D, : g(z) =f (i) 3

¢) En déduire la monotonie de la fonction g sur D, .
.

~—( Exercice 44 )

Soit fla fonction numérique définie sur Rpar: f(z) =z*+ 2>+ z.

@ a) Montrer que pour tout(z;y) e R* : 2z’ +z(1+y) +y>*+y+1>0.
b) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur R.
c) En déduire que I’équation f(z) = 2020 admet au plus une solution dans R.

@ On consideére la fonction numérique g définie sur ]-00; 10] par : g(z) = \/m .
a) Etudier les variations de la fonction gsur Pintervalle ]—o0o; 10].

b) En déduire que I’équation f (z) = g(z) admet une solution unique dans I'intervalle ]—oco; 10].

1
@ Soithla fonction numérique définie sur I'intervalle ]0; + oco[ par: h(z) = Tty 2 \/E
VT
a) Vérifier que pour toutz € ]0; + ool : h(z) = f<—1 )

Ve

b) En déduire la monotonie de la fonction 4 sur Pintervalle ]0; + oo .
.

f—(Exercice 45)

Déterminer toutes les fonctions f définies de R vers R dans chacun des cas suivants :
@Y TSR) 2f (s =) =% ; @ (VzeR) 3f(z—1) —f(Q—2z) ==
G/ o SRSl (T =2 ; @ (VzeR) 3f(z) —5f(-z) =2z°>+24z+ 4

-




r—(Exercice 46)

On dispose d’une plaque en carton de forme carrée dont la longueur du coté est 6dm . A partir de cette

plaque, on réalise une boite dont la forme est une parallélépipede rectangle selon les consignes suivantes :
» On découpe, dans chaque coin de la plaque, un carré de coté zdm ;
» Puis, on éléve les quatre bords de la piéce en les pliants.

(O Montrer que le volume, en dm®, de la boite obtenue est : v(x) =4(z® —6z> + 9z) avec z < [0;3].

@ a) Montrer que pour tous réels distincts a et b de I'intervalle [0; 3] :

A A g

b) Donner le tableau de variations de la fonction u définie sur [0; 3] par: u(z) = %x(z —4).
7

(@ —o®) R =
Sur cnacun

¢) En déduire un encadrement de

des intervalles [0; 1]et [1;3]. 6dm

d) En déduire le tableau de variations de la fonction numérique v

sur lintervalle [0; 3].

(® Déterminer la valeur de z pour laquelle le volume de la boite serait maximal.
-

f—(Exercice 47)

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; i;7 ) ,on considére 4
les points A(3;1)et M (z;0) otz est un réel tel que z > 3.
La droite (AM) coupe I’axe des ordonnées au point M’ . =
Soit S (z)laire du triangle OMM' .
72 1 4
(O Montrer que pour tout z€ ]3; +o0o[ : S(:v):m -
0] 3 M g

@ Soit aetb deux éléments distincts de 'intervalle ]3; + oo .

a) Montrer que : M = 1( = ((13;9([)3)>

a—b 2
b) En déduire la monotonie de la fonction S sur chacun des intervalles ]3; 6] et [6; + co[ puis dresser

le tableau de variations de la fonction S .

(® Déterminer la position du point M pour que l'aire du triangle OMM’ soit minimale et déterminer

cette aire dans ce cas.




