Bartme

[ Exercice : 2(8 points)

@ On considére dans Z2 I'équation (E) : 272 — 13y = 1

0.5 @ Montrer quir I'éguation (E) admet des solutions
1 @ Résoudre dans Z# Véquation (E) : 2Tz — 13y = 1, en précisant los différentes étapes
0.5 @ Maontrer que pour tout entier naturel . le nombre 2024 divise le nombre (2025)" — 1
@ Soit (z;y) une solution de P'équation (E) dans IN?
0.5 montrer que ((2025)*™ — 1) — 2025 ((2025)'% — 1) = 2024
0.5 @ Montrer que (J(uze) EN? : u ([2[“25]” - l} —w ({2“25}“ - 1) = 2024
1 (6) En déduire pged ((2025)'* — 1; (2026)27 — 1)
@ Soit p un entier premier tel que p > 2, on suppose que (J=r eN) : 2541 = 0 Ip]
0.5 | @) Vérifier que 2% = 1 [p]
0.5 Maontrer que & A p = 1, en déduire que 2P~ = 1 [p]
@) On posed = 16 A (p— 1)
0.5 @ Moutrer qu'il existe un couple (u;v) € N? tel que (p—1)u = d + 16v
0.5 @ En déduire que 2% = 1 [p]
1 @ Montrer que d = 16 et que p = 1 [16]
0.5 (@) Sachant que 22* = —1 [07], montrer que 80%° = —1 [07]
0.5 @ Déterminer le plus petit diviseur premier impair de U'entier naturel N = 940 41
l Exercice : 3 (deux points
On considére deux wrne Uy et Uy, Niarpe Uy contient i boules blanche et trois boules noires (n 2 1)
L'vurne Uy contient denx boules blanche et une houle noire
Toutes les boules sont indiscernables au toucher
Une épreuve consiste & tirer une bonle de M'urne & que Pon met dans Vurne D2 puois on tive une
boule de VNarne Dfa qgue Uon le met dans Varne L5
@:! Soit U'événement A @ i issue de 'épreave les deux urnes se retrouyvent chacune avec
1 ls configuration de départ . Montrer que p(A) = H
@ On considire 'événement B 2 aprés la fin de tieage V'uroe Uz contient une seule boule blanche
1 Mountrer que p(B) =

4(n + 3)
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Exerciee : 1 (10 points

@ On considere 'ensemble G = [{#‘: y) ER? | a* —2y° = ]}. on définit sur 'ensemble G
l'opération = par (¥(a; b;x;y) € RY) : (a:b) » (x;9) = (ax + 2by; bx + ay)

@ Montrer que 'operation # est une lal de composition interne définie sur &

@ Montrer que la loi # est associative dans G

@ Mantrer qua la loi & admet un éément neatre dans G

@ Montrer que (G5 #) est un groupe

2
@Uu considére ensemble F = {ﬂf{:lf'ry} — % [ (x:y) € G"}
y =

- & - . - . - G F
Soit application définie par ;
(zip) — Mxy)

@ Montrer que 'application £ est un isomorphisme de (G; =) dans (F; %)
@ En déduire ln steneture de (F; x)

[

4
@ On considire ln matrice M = de Nensemble Ma(R)
2 3

@;} Verifier que M € F

@ Montrer gue lo matrice M admet un inverse dons (Fj %) et déterminer son inverse M

{E‘} On pose M' = M et (¥Yn € N*) : M"' = M"™ x M, montrer par récurrence gue
(8+2v2)" + (3 —2v2)" (3+2v2)" - (3-2v2)"

14 2 V2
(FRENTD = MU=1 (342v3)" ~ (3-2vE)" (8+2V2)"+ (3—2V3)"
24/2 - 2

@!‘im’l n € N* déterminer (3; 2)" tel que (3:2)" = (3;2) = (3:2) = -+ - % (3;2

n folk
2y
HI | On considire 'ensemble E = {.ﬂ.-f{u:;y] = ! (x5y) € Rﬂr
y =
@} Mountrer que (Ez; +) est un groupe commutatif
@ Montrer que (E3 43 %) est un anneau unitaire
0o 2 1 0
@ On considére I matrice K = ,montrer que K2 =2.L ou Iy =
1 0 01

@ Est-ce que (E; 43 %) est un annean intégre 7 justifier votre réponse




