Les nombres complexes

4 | Liensemble des nombres complexes )

L’équation 22 = —1 n’admet pas de solutions dans R. On imagine qu’il existe un nombre imaginaire noté
1, solution de cette équation.

On va construire un ensemble noté C plus grand que R qu’est engendré par le couple (1,7) (cad. tout
élement de C est combinaison linéaire de 1 et ¢ a coefficients dans R).

Définition :

L’ensemble C est définie par : C={z=a+ib/(a,b) € R* et i* = —1}.
* a + ib s'appelle I'écriture algébrique (unique pour tout élément de C) de z.

* a s’appelle la partie réelle de z sera notée Re(z).

* b s’appelle la partie imaginaire de z sera notée Jm(z).

* L’ensemble des nombres imaginaires pures sera noté iR.

Proposition :

Soient z,2' € C :
z =72 <= Re(z) = Re(2') et Im(z) = TIm(Z)

z€R<«<=Tm(z)=0 z € iR <= Re(z) =0

La représentation graphique d’un nombre complexe :

Le plan (P)(appelé apres le plan complexe) minue d’un repere orthonormé directe (O, 0, 7)

* Tout point M(a,b) du plan (P) est une image d’un unique nombre complexe z = a + ib, on écrit M (z).
De plus z s’appelle I'affixe de M et on écrit z = af f(M).

* Tout vecteur W (a,b) du plan (P) est une image d’un unique nombre complexe z = a+ ib, on écrit ().
De plus z s’appelle l'affixe de W et on écrit z = aff(ﬁ).

Conséquences :

* Les nombres réels sont les affixes des points de 'axe des abscisses appelé 'axe réel.
* Les nombres imaginaires pures sont les affixes des points de 'axe des ordonnés appelé 'axe imaginaire.
Proposition :

Soient A(z4), B(zg), W (2z), ?(z7) etaeR. Ona:
aff(AB) = zp =24 aff(@+7) = aff(@)+aff(F) : aff(e@)=a.aff(@)

Proposition :

Soient A(z4), B(zp), C(z2¢) et I(zr) telle que I est le milieu de [AB]. On a :

Zat+ 2 . .. . ZB — %
&21 _ 4 5 B * Si A, B et C sont distincts, alors : A, B et (' sont rectilignes < BAER J
ZC — A




4 2 Conjugué d’un nombre complexe - module d'un nombre complexe )

Définition :
Soit z = a + ib un nombre complexe tel que a,b € R. Le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — ib.

Proposition :
Soient z,2’ € Cet n € N*, on a :

n
*x z+2 =zZ+ 2 et en général : sz:

n n
* z2xz! = Zxz" et en général : H zZL = H Zk-
k=1 k=1

n
>
k=1

k=1
1 1 zZ
% Si 2/ # 0, alors (;):?et (5):? * (27) = 7"
Conséquences :
Soit z € C, on a :
z2+Z=2Re(z) ; z—z=2TIm(z) ; zZ=2z ; 2=02=0
zeER&zZz=2 ; zeilRez=—2

I

Définition :
Le plan complexe minue d’'un repeére orthonormé directe (O, U, 7)

Soit M (z) un point du plan complexe tel que z = a + ib et a,b € R.
Le module du nombre complexe z est la distance OM sera noté |z| et on a : OM = |z| = Va? + b2.

-

Définition :
Soit M (z) dans le plan complexe, minue d’un repére orthonormé directe (O, , 7), tel que z # 0.
——,
OM) en radian et on

Proposition :
Soient z,2’ € Cet n € N*, on a :
n n
* |2x2'| = |z|x|2'| et en général : | [] 2| = [ |2l-
k=1 k=1
< - 1 2 |Z‘ n| __ n / /
*Siz' #0,alors |—| = — et |—| = —.. * 2" = |2|™ x|z 42| < 2| + 7]
L 2|2
Conséquences :
_ 2 _ ;= /
*x 2Z = |2 x|zl =|—z] = |7| *x|z|=02=0 *z:z¢|z|:|z|.
*\SOient A(za) et B(zp) du plan complexe, on a : AB = |zp — z4|. J
 Largument et la forme trigonométrique d’un nombre complexe )

On appelle argument de z qu’on note arg(z) toute mesure de I'angle orientée (7,

écrit arg(z) = (W, 0M)[2n].

Remarque :
0 est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.

Proposition :
Soient z,2' € C* et n € N*, on a :
x arg(z2') = arg(z) + arg(z')[27] et en général : arg (H zk> = arg(z).
k=1 k=1
1
wrg (;) = —arg(2')[2n] x arg <§) = arg(z) — arg(z’)[27] xarg(z")=n arg(z)[Qﬁ]J




ﬁ’roposition : \
Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) des points du plan complexe C' # D on a :
*SiA# Bona: (7,/13) = arg(b— a)[27].

*SiA#Bet A#Cona: (AE,A(E) =arg (c—a) [27].

b—a
*SiA%BetC#Dona:WEarg(Z:Cj) 2r].
Remarques :
*x (VzeRY) : arg(z) =0[27]. *x (Vz e RY) : arg(z) = «[27].
x (V2 €iRY) : arg(z) = gm]. x (V2 €R*) : arg(z) = —g[%].
Proposition :

Tout nombre complexe non nul z = a+1ib s’écrit sous la forme z = r[cos(a)+isin(a)] our = |z| = Va? + b2,
a b

= — t 1 = —.
cos(av) o e sin(a) .

Définition :

L’écriture z = r[cos(a) + isin(a)] s’appelle la forme trigonometrique du nombre complexe z et on note
z=r,al.

(ie. tout nombre complexe non nul est bien déterminé par son module et son argument )

Proposition :

Soient z = [r,a] et z = [/, de C* et n € N. On a :

1 1
—i=lratn i ZT=ln-a] ; s'=[rata] ; -=[1 -]
z r / n n ©
,—{/,a—a} ;o 2" =[r", nxa]
z r
La formule de Moivre
Pour tout couple (n,«) € NxR on a : (cos(a) 4+ isin(a))"™ = cos(na) + isin(na) .
Remarque :

Qformule de Moivre sert a calculer cos(na) et sin(na) en fonction de cos(«) et sin(a). /

4 || Lanotation exponenticlle d'un nombre complexe non nul. N

Définition :

x Pour tout @ € R on note par €'* le nombre complexe cos(a) + isin(a) et on écrit cos(a) +isin(a) = ™.
* Pour tout nombre complexe non nul z, on appelle la notation exponentielle la notation re* ou z = [r, o
et on écrit z = re'™.

Proposition :

Pour tous a, o € Ret n € N, on a :

* el — gl * (eia)n — eine % eiaeia’ _ ei(a—i-a’) % _ ei(a—a’)
et
Proposition :
eia + e—i‘l ] eia _ e—ia
Les formules d’Euler : cos(a) = —y et sin(a) = Y
i

N /
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Remarque : \

On utilise les formules d’Euler dans la linéarisation de cos"(x) ou sin™(z) ou cos™(z)sin™(x). Cad les

eix e—ix n
transformées en somme des termes de types acos(kz) + bsin(kx) en développant <+> ou

2
eix _ efix n
29 '

Exemples : )

K cos®(z) = icos(?)x) + icos(m) sin®(r) = 3 cos(4x) — ;COS(QI) + 3 J
\

4 1 Les racines n-iemes d’un nombre complexe non nul.

Définition :

Soient v un nombre complexe non nul et n € N tel que n > 2.

On dit que le nombre complexe z est une racine n-iéme (ou racine d’ordre n) du nombre complexe u si

2" = .

Proposition :

Tout nombre complexe non nul z = re*® tel que r > 0, admet n racines n-iemes qui sont :
%J)

2p = {L/Fei(%Jr n) ke{0,1,...,n—1}

Proposition :

n—1
. =N i & £RT
La somme des racines n-iemes d’un nombre complexe non nul est nulle.( g e+ aE) = O)

k=0
Conséquences :
* Les racines n-iemes de 'unité sont :  wu = e"(%Jr%Tﬁ) ., ke{0,1,...,n—1}
* Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées.
o 1 _
* Les racines cubiques de 'unité sont : 1, j = ' = —5 + 27 et 7J.
* Les racines 4-iémes de 1'unité sont 1, —1, 7 et —i.
Proposition :
L+j+52=0 5 j=7 3 7=0P=1 3 jj=1
Proposition :

Toute équation az? 4+ bz + ¢ = 0 tels que a € C* et b, ¢ € C admet :

b
% une solution double z = —— si A = b? — 4ac = 0.
—b+9 —b—9

et Z9 =

* deux solutions différentes z; = si A # 0 avec ¢ est une racine carrée de A.
Conséquences :

Si z; et 2z, sont les deux solutions de I'équation az? + bz +c = 0 (a # 0) alors

x az? +bz+c=a(z — 2)(z — z) pour tout z de C.

c
* 21+ 29=——¢€t 2129 = — .
\ a a /

Tel : 06 06 39 22 82 23 5 octobre 2018



@ ] Les transformations dans le plan et les nombres complexes . )

M'(2") est 'image de M (z) par une transformation dans le plan.

Nature de la transformation Définition Description complexe
—
une translation du vecteur  (b) MM =74 Z=z+4b
H _>
une homothétie de centre Q(w) et de rapport k QOM' = kQM 2 =k(z—w)+w
OM' = QM |2/ —w| =]z — w|
une rotation de centre Q(w) et d’angle ¢ — 2 —w

(QM, QM) = 6[2n] arg | —— | = 0[2n]
\\ (M +# Q) =z —w) +w

Tel : 06 06 39 22 82 24 5 octobre 2018
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INSTRUCTIONS GENERALES

v’ L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

v" Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient ;

v’ L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probleme indépendants entre eux
et répartis suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Géométrie de I’espace 3 points

Exercice 2 Nombres complexes 3 points

Exercice 3 Calcul des probabilités 3 points

Exercice 4 Equations difféljentielles et 2.5 points
calcul intégral

Probleme Etude de fonctions numériques 8.5 points

et suites numériques

v' On désigne par z le conjugué du nombre complexe z et |z|son module

v In désigne la fonction logarithme népérien
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0,5
0,25
0,5
0,5
0,25

0,5

0,5

Exercice 1 (3points) :

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O;i, j,k), on considére les points A(0,1,1),
B(1,2,0)et C(-1,1,2)
1) a) Montrer que ABA AC =1 +k
b) En déduire que Xx+z—1=0est une équation cartésienne du plan (ABC)

2) Soit (S) la sphere de centre Q(1,1,2)et de rayon R= \/E
Déterminer une équation de la sphere (S)
3) Montrer que le plan (ABC)est tangent a la sphere (S) au point A
4) On considere la droite (A) passant par le point C et perpendiculaire au plan ( ABC)

a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A)
b) Montrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) en un pointD dont on déterminera
les coordonnées

c) Calculer le produit scalaire TC-(THZ) , puis en déduire la distance d (A, (A))

0,5

0,5

0,5

0,5

0,25

0,5

0,25

Exercice 2 (3points) :

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonorme (O, G,\?) , on consideére le point A

d’affixe a=-1-iy3 , le pointB d’affixe b=—1+i+/3 et la translation t de vecteur OA

1) Prouver que I’affixe du point D image du point B par la translation t est d =—-2

2) On considére la rotation R de centre D et d’angle (%ﬂj

Montrer que 1’affixe du point C image du point B par la rotation R est ¢ =—4

. b—c : i
3) a) Ecrire le nombre ¢ sous forme trigonométrique

- b-c) c-d
b) En déduire que =
a-c b-d

4) Soient(I") le cercle de centre D et de rayon 2 , (I') le cercle de centre Oet de rayon 4 et

M un point d’affixe z appartenant aux deux cercles (T') et (I")
a) Vérifier que |Z + 2| =2
b) Prouver que Z+Z =—8 (remarquer que |Z| =4)

c) En déduire que les cercles (F) et (F') se coupent en un point unique qu’on déterminera
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Exercice 3 (3points) :

Une urne contient dix boules : trois boules blanches, trois boules vertes et quatre boules rouges

indiscernables au toucher. On tire au hasard simultanément trois boules de l'urne.

1
0,75 1) Montrer que pP(A) = 5 :ou A est I’événement " N’obtenir aucune boule rouge "
0,75 2) Calculer p(B) ; ot B est I’événement " Obtenir trois boules blanches ou trois boules vertes "
1 :
0,75 3) Montrer que p(C) =§ ;ou C est I’événement " Obtenir exactement une boule rouge "
0,75 4) Calculer p(D) ; ot D est I’événement " Obtenir au moins deux boules rouges "
Exercice 4 (2.5points) :
On considére la fonction h définie surl] par h(x) = (x +1)¢e*
0
0,75 || 1) a) Vérifier que X > Xe” est une primitive de la fonction h surl] ; puis calculer | =_[_1h(x) dx
0
0,75 b) A I’aide d’une intégration par parties calculer J = Jll(X + 1)2 e* dx
0,5 2) a) Résoudre 1’équation différentielle (E):y"—2y'+y=0
0,5 b) Montrer que la fonction h est la solution de (E) qui vérifie les conditions h(0) =1 et h'(0) =2
Probleme (8.5points) :
On considére la fonction numérique f définie surl] par f(X) = x(e2-1)* |
Soit(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O:i, j) (unité :1cm)
05 1) Calculer lim f(x) et lim f(x)
X—>+00 X—>—00
ot ,
0,5 2) Calculer JLTOO et interpreter géométriqguement le résultat
0,5 3) a) Montrer que la droite(A) d’équation Y = X est asymptote a la courbe (C) au voisinage de —oo
0,75 b) Etudier le signe de (f(x)—x) pour tout Xde [ et en déduire la position relative de
la courbe (C)et la droite (A)
0,5 4) a) Montrer que f'(X)= (e2-1)> + xe?(e?-1) pour tout Xde [l
0,5 b) Vérifier que X(ei—l) >0 pour tout X de [ puis en déduire le signe de la fonction dérivée
f'surC
0,25 c) Dresser le tableau des variations de la fonction f sur [
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05 5) a) Montrer que f "(X) =%eig(x); ol
g(x):(2x+4)e%—x—4pourtout X de []
0,5 b) A partir de la courbe ci-contre de la fonctiong, 3 <)
déterminer le signe de g(X) surl] (Remarque : g(a)=0) 2
0,5 c¢) Etudier la concavite de la courbe (C)et déterminer les 1
abscisses des deux points d’inflexions. 5\u g g 5 T p
1 6) Construire la courbe (C) dans le repére (O:i, ]) i
(Onprend: In(4)11,4 , all -4,5 et f(a)l -3,5) 1
0,5 7) a) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f ~*définie sur [J
0,25 b) Calculer (f‘l)' (In4)
8) Soit (u,) la suite numérique définie paru, =1 et u,,, = f(u,) pour tout ndel]
0,5 a) Montrer par récurrence que 0<u, <In4 pour tout nde!]
0,5 b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
0,25 c) En deduire que la suite (u,) est convergente.
0,5 d) Calculer la limite de la suite (u,).
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INSTRUCTIONS GENERALES

L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;

Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’erdre qui lui
convient ;

L’utilisation de 1a couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probléme indépendants entre
eux ef répartis suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Suites numériques 2,5 points
Exercice 2 Géométrie dans I’espace 3 points
Exercice 3 Nombres complexes 3 points
Exercice 4 Calcul des probabilités 3 points

Etude d’une fonction

EROUIEIIE numérique et calcul intégral 8,5 points

v" In désigne la fonction logarithme népérien
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Exercice 1 (2,5 points) :
- . AR V22— ,
Soit(z,)la suite numérique définie par u, = 2et u , = u, + pour toutnde IN
' 29" 2
| 0.5 || 1) a) Montrer que pour tout 7 de IN, u,>1
i
| 2-2 .
| 075 || b) Montrer que pour tout nde IN, u, , —u, = ——\/-——7—~(u" - l) et déduire que la suite
(1) est décroissante et convergente
! 2) On pose pour tout 1 de IN, v, =u, —1
0.5 1 a) Montrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier
terme.
0,5 || b)Ecrire 2, en fonction de 1 puis déduire la limite de la suite (),
0.25 || ¢) Calculer la somme S = u, +u, + U, +....+ iy,
Exercice 2 (3 points) :
Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, f,}',l_(), on consideére les deux
points A(1,—1,1) et B(5,1,-3). Soit (S) la sphére de centre Q(3,0,—1) et de rayon R =3,
et (A) la droite passant par le point A4 et de vecteur directeur ;((2, -2,1)
0,25 || 1) a) Calculer la distance Q4
0,5 b) Montrer que les droites (A) et ({24) sont perpendiculaires,
0,25 ¢) Déduire la position relative de la droite (A) et la sphére(S)
0,5 || 2)Soit le pointM,(2a-3, 3—2a, a-1)ol ae R, montrer que AM, =(a- 2)u et déduire que
M, € (A) pour tout ae R
0,5 || 3) a) Vérifier que 2x—2y+z—9a+13 =0 est une équation du plan (7,) passant par M, et
perpendiculaire i la droite (A)
0,5 || b) Montrer que d(Q,(P,))=|3a—6|
0,5 ¢) Déterminer les deux valeurs de a pour lesquelles le plan (F,) est tangent a la sphére(S).
Exercice 3 (3 points) :
Dans le plan complexe rapporté i un repére orthonormé direct (O;z'},;) , on considére les
points 4 , BetC d'affixes respectivesZ, =1+35i , Z,=1-5i et Z.=5-3i
0,25 1) Déterminer le nombre complexe Z,, affixe du point D milieu du segment [AC]
1
0,5 2) Soit /#I’homothétie de centre Aet de rapporti .
Déterminer le nombre complexe Z, affixe du point E I'image de B par 4
7
r—
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3) On considére la rotation R de centre C et (I’zmgle(——;—) , déterminer Pimage de B par R

4) Soit i le point d'affixe Z, ==1+i
Zp—2, x Zp—Z; —
Zl" "2,4 Z[) —Z.e‘

a) Vérifier que

b) En déduire que (F E)+(E),ET) = r[27]

Zg - 7’ et déduire la nature du
A s

¢) Déterminer la forme trigonométrique du nombre

triangle AEF

d) Déduire que les points 4, D, E et F appartiennent A un cercle dont on déterminera un
diamétre.

0,75

0,75

0,5

Exercice 4 (3 points) :
Une urne contient trois boules blanches, quatre boules rouges et cinq boules vertes,

indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne.
1) On considére les événements suivants: 4 : ' Obtenir exactement deux boules rouges "

B : " Obtenir exactement une boule verte "

21

12
Mont Ay=—cet p(B)=—
a) Montrer que p(4)=__et p(B)="

b) Calculer p(A/ B) : la probabilité de I’événement A sachant que I’événement B est
réalisé. Les événements A et B sont-ils indépendants ?
2) Soit la variable aléatoire X qui associe & chaque tirage le nombre de boules vertes tirées

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes.

0,75
0,5
0,5
0,75

0,5

Probléme (8,5 points) :
= 1) -
Soit f la fonction numérique définie sur [0, +oo[ par{ﬁgz :; (Inx-1)"; x>0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i-,}') (unité :lem )
1) Calculer lim f(x) puis déterminer la branche infinie de (C)au voisinage de +o

2) a) Montrer que f est continue 2 droite en 0

b) Etudier la dérivabilité de / a droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement
3) a) Montrer que f'(x)= 2x’(Inx—1)2Inx—1) pour tout x de I'intervalle ]0,+oo[

b) Dresser le tableau de variations de f

Scanné avec CamScanner
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4) a) Sachant que /"(x) = 2x*(6Inx—5)Inx pour tout x de Pintervalle J0,+x[, étudier le
signe de /"(x) sur ]0,+oo|

b) Déduire que la courbe (C)admet deux points d’inflexion dont on déterminera les
abscisses

5) a) Construire la courbe (C) dans le repérc(O, i ,_j) (on prend : \/; =1,6 et ¢’ =7,2)
b) En utilisant la courbe (C), déterminer le nombre de solutions de I’équation x*(Inx-1)=-1

6) On considére la fonction g définie sur R par g(x)=f(IXI)

©

a) Montrer que la fonction g est paire

b) Construire (C,) la courbe représentative de g dans le méme repére(O, i, j)

e
7) a) On pose [ = J x*(Inx=1)dx , en utilisant une intégration par parties, montrer que
I

_6—65
- 25

!

b) On considére la fonction / définie sur Pintervalle |0,+[ par A(x) = x S(Inx-1)7%

Vérifier que /'(x)=5/(x)+ 2x*(Inx-1)

e
¢) Déduire que I f(x)dx:—%—%!
1

d) Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe (C)et ’axe des abscisses et les droites

d’équations x=1 et x=¢
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